Att numeriskt tillreda en skinka

Ekvationen som beskriver varmeledning i ett fast amnen, ar en sa kallad partiell differential-
ekvation av formen
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Losningen till denna ekvation ger temperaturen T (r,t) som funktion av plats och tid. Eftersom vi
antar en sfarisk, homogen skinka, sa kommer varmeledningsekvationen att anta féljande form i
sfariska koordinater
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dara = e beskriver materialet, dvs. griskott i vart fall. Varmeledningskonstanten k for griskott ar

0,456 W/m°C, densiteten p tas till vatten (griskott innehaller 72% vatten) och specifika
varmekapaciteten c ar nastan den for vatten (3,5 kl/kg°C enligt tabell). For att I6sningen till var
ekvation skall bli unik, maste vi definera randvillkoren och begynnelsevillkoren. Vi antar att
skinkan har samma, konstanta kylskapstemperatur rakt igenom nar vi satter den i ugnen, dvs.
T(r,0) = Tgtqre = +5°C. Randvillkoret vid skinkans yta, dvs. for r = r,, ar av kombinerad

konvektions och stralningstyp, vilket matematiskt uttrycks som k M h(T(rO, t) — ugn).

Varmeodvergangskonstanten h tas for en vanlig (inte varmlufts) ugn t|II 10 W/m?°C (daligt kand).
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T(0,1) och konvektion

Losningsmetoden, som forst foreslogs av Fourier for att 16sa just ett varmeledningsproblem, gar ut
pa att forst anta en separabel 16sning T(r, t) = f(r)g(t) och darefter uttrycka lsningen i formen
av en oandlig s.k. Fourierserie. Infor man dimensionsldsa storheter, har 16sningen féljande form:

=1r/1y
T = at/ro2 - 0(R,7) = Z Ape~T 51n/1(/1RR)
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dar A,, kallas Fourierkoefficienter och 4,, egenvéarden.

Denna l6sning ar oanvandbar om inte serien konvergerar snabbt. | vart fall visar det sig att det
racker att ta med endast forsta termen i serien. Eftersom vi ar intresserade av temperaturen i
skinkans mitt (R = 0), reduceras l6sningen till:
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Egenvardet A;ar 16sning till foljande ekvation: 1 — A, cot4; = % och motsvarande

Fourierkoefficient ges av

A = 4(sin(14)-24 cos(11))
1= 21, —sin(21;)

Vi ar nu klara att skriva ner var l6sningsalgoritm:

1. Valj ugnstemperatur T, 4, (t.ex. +125°C), skinkans starttemperatur T4, (t.€x. +5°C) och
skinkans sluttemperatur i mitten T'(0, t) (t.ex. +75°C).
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2. Skinkans massa m ger skinkans radie: 1y = /H'

3. Berdkna motsvarande egenvdrde A;, genom att I6sa 1 — A, cot4; = % (maste goras

4(sin(11)—24 cos(14))
2A1-sin(214)

numeriskt). Egenvardet ger motsvarande Fourierkoefficient: A; =

4, Stektiden t kan nu losas ut:
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Det lamnas som en 6vning till den intresserade lasaren att se vad som hander om man tar bort
nagra av de gjorda antagandena (elliptisk skinka nagon?).

Champangekorkens flykt

Nar korken sitter langst in i flaskhalsen antar vi att friktionskraften pa korken exakt balansera
kraften orsakad av trycket Ap, dvs. Fu = tryckskillnaden x korkens area = Ap - mr?. Nar
korken ror sig utat minskar friktionskraften. Vi antar att trycket forblir konstant, men att
friktionskraften minskar linjart med strackan x som korken ror sig utat, for att bli noll nar korken
lamnar halsen, dvs. nar x=/. Nettokraften F(x) pa korken i punkten x ar da

F(x) = +Ap - nr? — Ap - r? (1 - %) = Ap - mr? G)

Arbetet W som utfors pa korken av nettokraften blir

! !
W=fOF(x)dx=fOAp-m’ZG)dx=%Ap-nr2-l.



Arbete-energiprincipen sager detta arbete ar lika med forandringen i korkens kinetiska energi, ur
vilken korkens hastighet v nar den ldmnar halsen fas

1 W 1 1A 2. Ap -mr? -1
— = — — = — . ] s = [—,0——
> M S Myt =SAp-mr v —

Med de varden som finns givna i uppgiften blir v=20 m/s (70 km/h). Skjuter vi ivag korken i en
vinkel pa 45 grader fran marken, sa kastparablen en rackvidd pa 40 m for korken (om
luftmotstandet férsummas).



